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8-дәрiс. Бiртектi және бiртектi емес толқындық теңдеулер үшiн бастапқы-шеттiк

есептердi Фурье әдiсiмен шешу.

Дәрiстiң мақсаты – Тұтқыр серпiмдi сығылмайтын сұйықтықтардың қозғалысын сипаттайтын нью-

тондық немесе ньютондық емес гидродинамика теңдеулерiнiң математикалық моделдерiн тұжырым-

дау.

Негiзгi сұрақтар:

1. Бiртектi толқындық теңдеулер үшiн бастапқы-шеттiк есептердi Фурье әдiсiмен шешу.

2. Бiртектi емес толқындық теңдеулер үшiн бастапқы-шеттiк есептердi Фурье әдiсiмен шешу.

1 Бiртектi толқындық теңдеулер үшiн бастапқы-шеттiк есеп: Фурье әдiсi

Бiрөлшемдi бiртектi толқындық теңдеу:

utt = a2uxx, 0 < x < L, t > 0, (1.1)

Бастапқы шарттар:

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (1.2)

Шекаралық шарттар:

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0. (1.3)

Мақсат: u(x, t) шешiмiн табу.

2 Фурье әдiсiмен шешу

Фурье әдiсi бойынша шешiмдi айнымалыларды ажырату арқылы iздеймiз:

u(x, t) = X(x)T (t).
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Теңдеуге алмастырамыз:

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t) ⇒ T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Бұл екi бiрөлшемдi теңдеуге бөлiнедi:

X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(L) = 0, (2.1)

T ′′(t) + a2λT (t) = 0. (2.2)

3 Штурм-Лиувилль есебi

Теңдеудi (2.1) шешемiз:

Xn(x) = sin
(nπx
L

)
, λn =

(nπ
L

)2

, n = 1, 2, 3, . . .

Сондықтан (2.2) теңдеуi:

T ′′
n (t) + a2λnTn(t) = T ′′

n (t) +
(nπa
L

)2

Tn(t) = 0,

шешiмi:

Tn(t) = An cos
(nπa
L

t
)
+Bn sin

(nπa
L

t
)
.

4 Жалпы шешiм

Бiртектi шешiмдер суперпозициясы:

u(x, t) =

∞∑
n=1

[
An cos

(nπa
L

t
)
+Bn sin

(nπa
L

t
)]

sin
(nπx
L

)
. (4.1)

5 Коэффициенттердi анықтау

Бастапқы шарттарды қолданамыз: 1. t = 0 кезiнде:

u(x, 0) =

∞∑
n=1

An sin
(nπx
L

)
= φ(x) ⇒ An =

2

L

ˆ L

0

φ(x) sin
(nπx
L

)
dx.

2. ut(x, 0) = ψ(x):

ut(x, 0) =

∞∑
n=1

Bn
nπa

L
sin

(nπx
L

)
= ψ(x) ⇒ Bn =

2

nπa

ˆ L

0

ψ(x) sin
(nπx
L

)
dx.
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6 Қорытынды

- Толқындық теңдеудi Фурье әдiсiмен шешу үшiн айнымалыларды ажыратамыз. - Xn(x) — Штурм-

Лиувилль есебiнiң меншiктi функциялары (sin-тәрiздi). - Tn(t) — гармоникалық функциялар, бастапқы

шарттарға байланысты коэффициенттермен. - Жалпы шешiм (4.1) суперпозиция түрiнде жазылады.

7 Бiртектi емес толқындық теңдеулер үшiн бастапқы-шеттiк есептер: Фурье

әдiсi

Бiрөлшемдi бiртектi емес толқындық теңдеу:

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < L, t > 0, (7.1)

бастапқы шарттар:

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (7.2)

шекаралық шарттар

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t ≥ 0. (7.3)

Мақсат: u(x, t) шешiмiн табу.

8 Фурье әдiсi

8.1 Айнымалыларды ажырату және кеңейту

Шекаралық шарттарды қанағаттандыратын меншiктi функцияларды (sin түрiнде) аламыз:

Xn(x) = sin
(nπx
L

)
, n = 1, 2, 3, . . .

λn =
(
nπ
L

)2.
Шешiмдi меншiктi функциялар бойынша кеңейтемiз:

u(x, t) =
∞∑

n=1

Un(t) sin
(nπx
L

)
, f(x, t) =

∞∑
n=1

Fn(t) sin
(nπx
L

)
,

мұндағы

Fn(t) =
2

L

ˆ L

0

f(x, t) sin
(nπx
L

)
dx.
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8.2 Уақыт функцияларының теңдеуi

Теңдеуге (7.1) алмастырсақ:

∞∑
n=1

U ′′
n (t) sin

(nπx
L

)
= −a2

∞∑
n=1

λnUn(t) sin
(nπx
L

)
+

∞∑
n=1

Fn(t) sin
(nπx
L

)
.

Ортогоналдық қасиетiн қолдансақ:

U ′′
n (t) + a2λnUn(t) = Fn(t), n = 1, 2, 3, . . . (8.1)

Бастапқы шарттар:

Un(0) =
2

L

ˆ L

0

φ(x) sin
(nπx
L

)
dx, U ′

n(0) =
2

L

ˆ L

0

ψ(x) sin
(nπx
L

)
dx.

9 Бiрөлшемдi шешiм

Бiрөлшемдi теңдеу (8.1) шешiледi стандартты тәсiлмен:

Un(t) = An cos(a
√
λnt) +Bn sin(a

√
λnt) + Un,p(t),

мұндағы Un,p(t) — дербес шешiм, Fn(t)-ға байланысты. Бастапқы шарттар арқылы:

An = Un(0), Bn =
U ′
n(0)

a
√
λn
.

10 Жалпы шешiм

u(x, t) =

∞∑
n=1

[
An cos(a

√
λnt) +Bn sin(a

√
λnt) + Un,p(t)

]
sin

(nπx
L

)
(10.1)

- An, Bn — бастапқы шарттардан есептеледi - Un,p(t) — функциясы f(x, t)-ге байланысты дербес шешiм

11 Қорытынды

- Бiртектi емес толқындық теңдеудi Фурье әдiсiмен шешу үшiн меншiктi функциялар бойынша кеңей-

ту қолданылады. - Барлық кеңейту коэффициенттерi уақыт бойынша бiрөлшемдi дифференциалдық

теңдеулердi шешу арқылы табылады. - Нәтижесiнде жалпы шешiм (10.1) суперпозиция түрiнде жазы-

лады.
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12 Бiртектi емес толқындық теңдеу: Фурье әдiсiмен мысал

Бiрөлшемдi бiртектi емес толқындық теңдеу:

utt = uxx + f(x, t), 0 < x < π, t > 0, (12.1)

бастапқы шарттар:

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (12.2)

шекаралық шарттар:

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, (12.3)

және бос мүшенi сипаттайтын функциясы:

f(x, t) = sin(x)e−t.

Мақсат: u(x, t) шешiмiн табу.

13 Фурье кеңейту

Дирихле шарттарына сәйкес меншiктi функциялар:

Xn(x) = sin(nx), λn = n2, n = 1, 2, 3, . . .

Шешiм мен бос мүшенi сипаттайтын функциясын Фурье қатары бойынша кеңейтемiз:

u(x, t) =

∞∑
n=1

Un(t) sin(nx), f(x, t) =

∞∑
n=1

Fn(t) sin(nx),

мұндағы

Fn(t) =
2

π

ˆ π

0

f(x, t) sin(nx)dx.

14 Фурье коэффициенттерiн есептеу

Fn(t) =
2

π

ˆ π

0

sin(x) sin(nx)dx e−t =


e−t, n = 1,

0, n > 1.

Сондықтан тек n = 1 мүшесi қалды:

U ′′
1 (t) + λ1U1(t) = U ′′

1 (t) + U1(t) = e−t, U1(0) = 0, U ′
1(0) = 0

Un>1(t) = 0.
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15 Дербес шешiм және жалпы шешiм

Дербес шешiмдi табамыз:

U1,p(t) =
e−t

2
(тексеру: U ′′

1,p + U1,p = e−t).

Жалпы шешiм:

U1(t) = A cos(t) +B sin(t) +
e−t

2
.

Бастапқы шарттарды қолданамыз:

U1(0) = A+
1

2
= 0 ⇒ A = −1

2
,

U ′
1(0) = B − 1

2
= 0 ⇒ B =

1

2
.

Сондықтан:

U1(t) = −1

2
cos(t) +

1

2
sin(t) +

1

2
e−t.

16 Жалпы шешiм

u(x, t) = U1(t) sin(x) =

(
−1

2
cos(t) +

1

2
sin(t) +

1

2
e−t

)
sin(x)

Барлық n > 1 мүшелерi 0 болғандықтан, тек n = 1 шығады.

Студенттерге қосымша әрi толыққанды мәлiметтер алу үшiн [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] әдебиеттер

ұсынылады.
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